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Проблема оцінки 
складності логічних дерев розпізнавання 
та загальний метод їх оптимізації 


Дана робота є першою в циклі трьох статей, присвячених проблемі оцінки складності логічних дерев 
класифікації та розробці універсально підходу їх оптимізації. Проаналізований зв'язок логічних функцій 
та логічних дерев розпізнавання, на основі якого запропоновано досить простий спосіб мінімізації логічних 
дерев. Важливими перевагами даного способу мінімізації дерев є те, що з ним відносно просто працювати 
при великій кількості аргументів. 


Вступ 


Як відомо, більшість синтезованих систем розпізнавання (СР) у вигляді дерев 
класифікації можна записати або в ДНФ, або в КНФ формі. Так дерево розпізнаван- 
ня, яке являє собою певне правило класифікації, можна представити за допомогою 
відповідної логічної функції у з /(хХ,, Х», ---, Х,). Отже важливою проблемою при по- 
будові СР такого типу буде проблема синтезу логічної функції, яка еквівалентна да- 
ному дереву розпізнавання | |, 121. 

Так кількість усіх бінарних дерев, які фактично еквівалентні деякій логічній 
функції /(х,, Х», з Х,), дорівнює п! - кількості перестановок, серед яких знаходить- 
ся і саме складне. Під самим складним деревом будемо розуміти дерево, яке містить 
максимальну кількість різних міток, тобто якщо маємо дерева Д і Б" та позначимо 
кількість міток на цих деревах через 5(Д) 1 5(Р"), зафіксувавши при цьому деяке п, 
то дерево ПД" буде максимальним (найскладнішим; тоді і тільки тоді, коли для нього 
буде виконуватися рівність 5, (07) - тах 5, (Р). 

Головною метою даної роботи буде мінімізація фіксованого класу самих склад- 
них дерев, причому нас буде цікавити знаходження не мінімальної форми, а най- 
більш ефективний спосіб мінімізації (перестановки ярусів), який дає найбільше число 
скорочених міток, іншими словами, спосіб, який значно зменшує складність почат- 
кового логічного дерева | 1, (31. 

Задача полягає в проведенні такої мінімізації нижчевказаним способом до кін- 


. енв НО . р ав 
ця та знаходженні ефекту мінімізації, тобто відношення --7,, де Р, - найбільш склад- 
5 


не дерево, з якого починається процес мінімізації, а 0. - дерево, отримане на 5-му 


(останньому) етапі мінімізації. 


«Штучний інтелект» 172011 141 


2в| Ващук Ф.Г., Василенко Ю.А., Повхан І.Ф., Повхан Л.С. 


Загальна схема логічної дерева 


Перш за все побудуємо найбільш складне дерево. 
Зауваження І 
Домовимося для зручності відлік ярусів починати з нульового. Нехай є довільне 


дерево Д, (блок розмірності (п-- 1) змінних) з впорядкуванням 8, (і, / - 1,2... 2") 


на останньому ярусі, причому В. є 8, (рис. Та, рис 1б). 


2 2 і 
В 1 В, 2 Віз В, ой В; 1 р 398 В у 
я; г; т; г; а; а я; У я; г; я; и М я 
ви Хр У зем: Ж З Ду; мак обу І / 2 зба поко ро 
а) 


яра 


«ому РУЛЕТИ 
ЄлЄЇ ГРЕЯ обо 


-ноноо? 


/ 4, ТТ! 0040инурюцюіввнаваєкаванемкакссьї У. 
41638 4 241 рр ай 


6) 


Рисунок (а, б) - Дерево Д, розмірності (п 4 Ї) змінних з впорядкуванням 8, 


Причому У, Уз»ез У» - МІТКИ, ЯКі також побудовані якимось способом. Але 


Ж які знаходяться на нижніх 


інд9ССо інт? 


вони є функціями, залежними від змінних х,,,, Х 


і- 1? 


ярусах (причому це твердження справедливе для довільної мітки дерева). В такому 
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випадку добудоване дерево 2.28" ща221 буде залежати вже від М змінних, де 


0 й 32 М ; з 2м ам 2М-2 23-М 
2 ,2,2/,..2 - кількість вершин, а 2 ,2" ,2/ ,...,2 


- кількість функцій 
(міток) відповідно на 0, 1, 2,..., М ярусах. 

Слід відзначити наступний дуже важливий момент - зі збільшенням номера 
ярусу кількість вершин збільшується, а кількість функцій зменшується, тому природ- 
но зробити припущення, що настане такий момент, коли на якомусь /-му ярусі кіль- 
кість вершин (2") стане рівною кількості функцій (2: й 7, які можна розставити в цих 


вершинах, тобто: 


де, (1) 


Критичний ярус логічного дерева 


Введемо поняття критичного ярусу. 

Визначення І 

Ярус і довільного дерева 0), називається критичним, якщо всі його мітки різні. 

Легко бачити, що ярус довільного дерева буде критичним тоді і тільки тоді, 
коли для нього буде виконуватися умова (1). З усього вищесказаного випливає 
наступна лема. 

Лема І 

Якщо на і-му ярусі всі функції (мітки) різні між собою, то на |, 2,..., (7 - 1) -му яру- 
сі функції також будуть різними. 

Зауваження 2 

В подальшому критичний ярус будемо позначати через К , тоді для критичного 
ярусу маємо наступне співвідношення: 


УЛ 02) 

Таким чином, для того, щоб добудоване дерево )), було найбільш складним, 
необхідно, щоб воно мало максимальне число різних міток, що, в свою чергу, рівно- 
сильне тому, щоб дерево 0, було найбільш складним, а це можливо в тому і лише в 
тому випадку, (при даній структурі дерева), якщо всі у,, які знаходяться на п-му 
ярусі, будуть різними, тобто якщо п-й ярус буде критичним, так-як тоді (відповідно 
лемі 1) всі мітки, які стоять вище критичного ярусу, будуть також різними. Але ви- 
бране нами впорядкування 8, (8, є 8,,) на останньому ярусі таке, що забезпечує різ- 
ні у; на п-му ярусі, тому п-Й ярус можна прийняти за критичний. Для справедливості 


даного твердження достатньо показати, що для ярусу п умова (2) виконується, а для 
(п -- 1) -го яруса - вже ні. Знайдемо клас логічних дерев, які задовольняють рівність (2), 


позначивши М - К через т. 


М-Кает. (3) 
де У, К, т--цілі числа. Підставивши (3) у (2), отримуємо: 
2-23, (4) 
З (4) випливає (5). 
Ко 27, (5) 
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Підставивши значення К з (3) у (3) будемо мати М - 2" - т,аотже 
Мае?"'ят. (6) 
Формула (6) при т 1,2,..., т, з врахуванням формули (35) дає нам клас най- 


більш складних дерев. 


Таблиця 1 - Клас найбільш складних дерев 


т Козог Мед"'ят 
1 2 3 

2 4 6 

3 8 ЛІ 

т; 23 2""ят, 


Номер критичного ярусу знайдемо з рівняння (7). 


джедво. (7) 


22 т остаточно: 


де х «2У7, оскільки М е2"-т,то ха 
ред око; (3) 
Зробивши заміну в (2) К його значенням з (8), отримуємо рівність (2) в такому 

виді: 
2 щ22, (9) 
Підрахувавши кількість вершин і функцій (міток) на (п--1) ярусі, відповідно 


твердженню п ХК маємо Ме2"-текчнтепет та 


Мапет. (10) 
Тоді кількість вершин дорівнює кількості розгалужень 
УЛ А (11) 
а кількість функцій (міток) буде 
222228, (12) 


Порівнявши (11) та (12), бачимо, що для (п--1)-го ярусу рівність (2, 9) буде 
порушуватися. 
ЗРО ОХ а3) 
(кількість вершин) (кількість функцій) 
Отже п-й ярус буде критичним, тобто всі у,, які знаходяться на и|К | ярусі, різ- 
ні. Таким чином, побудоване дерево Р, буде самим складним. Разом з Р, воно буде 


належати класу самих складних дерев, в якому М визначається за формулою (6). 
Зауваження 3 


Кількість міток на К 4-1 (п 1) ярусі дорівнює злий (12), оскільки для побу- 
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К : . 
дови впорядкування 8, ми використали 2! міток: /,; У. «з У» » - ТО Зрозуміло, що 


даним (14) 
Оцінимо складність дерева Д,. Під складністю довільного дерева будемо розу- 
міти кількість всіх різних міток дерева. Розрахунок будемо проводити наступним 
чином: знаючи, що на кожному ярусі (0, 1, 2,..., п|К|) кількість вершин відповідно 
дорівнює 27, 2!,27,...,2",, атак як мітки, які знаходяться при даних вершинах, різні, 
то 1 загальна кількість всіх міток буде дорівнювати сумі вершин на кожному ярусі, тобто 
2021422 ч...ч2". 


; ь4-б 
За формулою геометричної прогресії 5 - бі для 42 1 (в нашому випадку: 


Ь 22? 2-1, 223,4 -2), маємо наступну оцінку складності дерева Р): 


Кк 
ол зо! о ТРАН о з буда оре о 
), й -1. (15) 


Дослідимо зміни складності дерева 1), , вважаючи його за початкове дерево 


(0, « Д,). Скористаємося теоремою (без доведення) про перестановку змінних (яру- 
сів), як приклад взявши функцію двох змінних |3-351. 

Теорема І 

х (РУ) (73/а)) 2 хо (ХУ), тобто при перестановці ярусів х, 
та х, мітки у, та у, міняються місцями (рис. 2). 


"т Ха «єв УМ їз Ха У 


Рисунок 2 - Схема перестановки ярусів при перестановці змінних 


Так як задача полягає в знаходженні деякого способу мінімізації, який давав би 
зменшення складності, то природно підібрати таку структуру розташування міток на 
деякому і-му ярусі, щоб при мінімізації (перестановці ярусів) отримати найбільшу 
кількість скорочень міток. Найбільш ефективною структурою є наступне розташу- 
вання міток |б), (7). 


у ауд ау (ху 
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Висновки 


Тобто, якщо маємо дерево зі вказаною структурою (7), то проробивши визна- 


чене число кроків мінімізації, ми можемо розкласти його на два піддерева (підбло- 
ки), які залежать від меншого числа змінних. Зважаючи на це загальна схема методу 
мінімізації фіксованого класу логічних дерев базується на теоремі І та буде більш де- 
тально проаналізована в наступній частині роботі. 
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Ф.Г. Ващук, Ю.А. Василенко, Й.Ф. Повхан, Л.С. Повхан 

Проблема оценки сложности логических деревьев распознавания и общий метод их оптимизации 
Данная работа первая в цикле трех статей, посвященньгїх проблеме оценки сложности логических де- 
ревьев классификации и разработке зффективного подхода их оптимизации. Проанализирована связь 
логических функций и логических деревьев распознавания, на оснований которьїх предложен довольно 
простой способ минимизации логических деревьев. Важньми преимуществами данного метода мини- 
мизации деревьев есть то, что с ним относительно просто работать при большом количестве аргументов. 
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ої "реїг Орії тігабіоп 

Тіе єїуеп мог 15 ре Пгзі іп а сусіє ої їБгее агіїсіез дсуоіеа о Ше ргобіега ої езіштаноп ої сопаріехіїу ої 
Їоріс ігее5 ої сіаз5ійсабоп апа еІабогайоп ої ипіуегза! арргоасі ої Феїг орійтігайоп. Соппесбїоп ої Їобіс 
Гсбопя апа Їобіс їгее5 ої гесорпійоп 15 апаЇу5еа апа оп Ба5і8 ої їБі5 соппесіїоп епоцей зігаріє мау ої 
піпітігабоп ої Їобіс ігее5 15 обегед. Пппрогіапі адуапіарез ої їбе біуеп пеїбой ої піпітігайоп ої ігее5 15 
Фах її 15 гарег еазу о мог муТБ 16 ас а сопзідегабіе дцапійу ої агеитепів. 
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